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Эта статья является второй частью серии работ, посвященных особенностям геоде-
зических потоков в обобощенных финслеровых (псевдофинслеровых) пространствах.
В первой статье геодезические были определены как экстремали некоторого функцио-
нала, все неизотропные экстремали которого совпадают с экстремалями функционала
действия. Сейчас мы исследуем типичные особенности определенных таким образом
геодезических потоков в случае, когда размерность многообразия равна двум, а псев-
дофинслерова метрика задана формой степени три общего положения.
Ключевые слова: псевдофинслеровы пространства; геодезические; особые точки; нор-
мальные формы

1. Введение и предварительные сведения

Для удобства читателя мы кратко излагаем некоторые результаты предшествующей ста-
тьи [1], необходимые для понимания настоящей работы.

1.1. Общий случай. Финслеровым пространством, следуя [2], мы называем пару (M,F )
или, эквивалентно, (M,f) , где M – гладкое (здесь и далее это означает C∞ , если не ого-
ворено противное) многообразие, dimM =m , с координатами (xi) , снабженное функцией
F (xi; ẋi) : TM→R , положительно однородной степени n≥ 2 по переменным (ẋi) , гладкой на
дополнении нулевого сечения касательного расслоения TM , и удовлетворяющей условиям:

B. F (xi; ẋi)> 0 , если |ẋ1|+ · · ·+ |ẋm| ̸=0 .
C. Гессиан функции f

2 по переменным (ẋi) положительно определен, т. е.

m∑
i,j=1

∂2
(
f
2)

∂ẋi∂ẋj
ξiξj > 0, если

m∑
i=1

|ξi| ̸= 0. (1)

Функция f(xi; ẋi)=F
1
n (xi; ẋi) гладкая на всем дополнении нулевого сечения касательного

расслоения TM и положительно однородная степени 1 по (ẋi) . Квадратичная форма (1)
называется фундаментальным тензором, а f – метрической функцией на M .
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Метрическая функция f(xi; ·) определяет норму на каждом касательном пространстве
TxM . Это позволяет определить функционалы действия и длины, аналогично тому, как это
делается для римановых метрик. Именно, для кривой γ : I→M мы имеем:

J (ν)(γ) =

∫
I

f
ν
(xi; ẋi) dt =

∫
I

F
ν
n (xi; ẋi) dt, ẋi =

dxi
dt
,

где ν=1 (длина) или ν=2 (действие), см., например, [2, 3]. Как и в римановом случае, функ-
ционал длины J (1) инвариантен относительно перепараметризаций кривой γ , а функционал
действия J (2) – не инвариантен.

Параметризованные геодезические могут быть определены как экстремали функционала
действия J (2) , соответствующая параметризация называется натуральной или канонической
(она пропорциональна длине дуги кривой, где ds= f ).

Непараметризованные геодезические могут быть определены как экстремали любого из
двух функционалов J (2) и J (1) . Различие в использовании J (2) и J (1) состоит в следующем.
В первом случае мы просто забываем натуральную параметризацию экстремалей функциона-
ла J (2) , а во втором случае система уравнений Эйлера–Лагранжа с лагранжианом f(xi; ẋi)
содержит не m , а всего лишь m− 1 независимых уравнений, см. [2]. Это обстоятельство от-
ражает тот факт, что функционал длины J (1)(γ) инвариантен относительно перепараметри-
заций γ . Используя имеющуюся степень свободы и рассматривая только непрерывно диффе-
ренцируемые геодезические, имеющие в каждой точке определенное касательное направление,
можно положить параметр t равным одной из координат xi , уменьшив число уравнений в
системе Эйлера–Лагранжа для J (1)(γ) на единицу.

Непараметризованные геодезические в финслеровых пространствах можно определить как
экстремали функционала J (ν) с произвольным ν ≥ 1 , в частности, ν =n (см. [1]). Такое из-
менение определения геодезических не дает ничего нового, но для псевдофинслеровых про-
странств оно оказывается весьма полезно.

Псевдофинслеровым пространством (или обобщенным финслеровым пространством), сле-
дуя [2], мы называем пару (M,F ) или, эквивалентно, (M,f) , где многообразие M и функ-
ции F , f удовлетворяет всем условиям из определения финслерова пространства, кроме B
и C. Отсутствие условия B приводит к появлению изотропной гиперповерхности F , задава-
емой в касательном расслоении TM уравнением F (xi; ẋi)= 0 . Хорошо известным примером
псевдофинслерова пространства является так называемое пространство Бервальда–Моора, в
котором f(xi; ẋi)= (ẋ1 · · · ẋn)

1
n , n=m .

Начиная с этого момента, мы будем рассматривать псевдофинслеровы пространства и под
(непараметризованными) геодезическими в таких пространствах подразумевать проекции на
M экстремалей функционала J (n) , т. е. решений системы уравнений Эйлера–Лагранжа

m∑
j=1

∂2F

∂ẋi∂ẋj
ẍj +

m∑
j=1

∂2F

∂ẋi∂xj
ẋj =

∂F

∂xi
, i = 1, . . . ,m, (2)

отличные от точки.
Так как мы исследуем непараметризованные геодезические, удобно перейти от TM к про-

ективизированному касательному расслоению PTM с помощью стандартной проективизации
Π: TM →PTM , при которой проективизируется касательное пространство в каждой точке
многообразия M . Например, положив x=x1 , yi=xi и pi=dyi/dx для i=2, . . . ,m , и перей-
дя от лагранжиана F (xi; ẋi) лагранжиану F (x, yi, pi) =F/ẋn1 . При этом система уравнений
(2) перейдет в некоторую систему, состоящую из m− 1 уравнений второго порядка. Заметим,
что изотропная гиперповерхность F , задаваемая в пространствах TM и PTM уравнениями
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F =0 и F =0 , соответственно, является инвариантной гиперповерхностью обеих систем. Кро-
ме того, в случае m=2 все изотропные линии являются непараметризованными экстремалями
функционала J (n) .

1.2. Двумерный случай. Выпишем систему уравнений в PTM явно в двумерном случае
(m=2 ), предположив также, что функция F является однородным полиномом степени n≥2
по переменным (ẋi) . Обозначим координаты на многообразии M через (x, y) , т. е. положим

F (x, y; ẋ, ẏ) =
n∑
i=0

ai(x, y)ẋ
n−iẏi, F (x, y; p) =

n∑
i=0

ai(x, y)p
i,

где коэффициенты ai гладко зависят от (x, y) . Система (2) в этом случае принимает вид

ẍ =
H1

H
, ÿ =

H2

H
, H =

∣∣∣∣F ẋẋ F ẋẏ
F ẋẏ F ẏẏ

∣∣∣∣ , H1 =

∣∣∣∣G1 F ẋẏ
G2 F ẏẏ

∣∣∣∣ , H2 =

∣∣∣∣F ẋẋ G1

F ẋẏ G2

∣∣∣∣ , (3)

где G1=F x− ẋF ẋx− ẏF ẋy и G2=F y − ẋF xẏ − ẏF ẏy .
Стандартная проективизация Π: TM→PTM переводит систему (3) в

p =
dy

dx
,

dp

dx
=
H2 − pH1

H
=
P

∆
, (4)

где
∆(x, y; p)=nFFpp− (n− 1)F 2

p ,

P (x, y; p)=nF (Fy −Fxp− pFyp)+ (n− 1)Fp(Fx+ pFy).
(5)

∆ и P являются полиномами по p степеней не больше 2n− 4 и 2n− 1 , соответственно. В
частности, ∆(x, y; p)= (2nanan−2− (n− 1)a2n−1)p

2n−4+ · · ·+2na0a2− (n− 1)a21.
Систему уравнений (4) удобно записать как векторное поле

∆

(
∂

∂x
+ p

∂

∂y

)
+ P

∂

∂p
(6)

на PTM . В соответствии с принятым определением, непараметризованные геодезические суть
проекции интегральных кривых поля (6) из PTM на M , отличные от точки. Поле контакт-
ных плоскостей dy= pdx высекает на инвариантной изотропной поверхности F⊂PTM поле
направлений, интегральные кривые которого соответствуют (про проектировании PTM→M )
изотропным геодезическим. Все остальные интегральные кривые поля (6), не лежащие цели-
ком на изотропной поверхности F , соответствуют неизотропным геодезическим.

Особенности геодезического потока возникают в тех точках пространства PTM , где функ-
ция ∆(x, y; p) обращается в нуль. В области M ′⊂M , через каждую точку которой проходят
m изотропных линий псевдофинслерова пространства, т. е. многочлен F (p) имеет m веще-
ственных корней (с учетом кратностей и, возможно, включая в число корней p=∞ ), описание
множества особых точек геодезического потока (уравнения (4)) весьма просто. Именно, в точ-
ке (x, y)∈M ′ функция ∆(x, y; p) обращается в нуль если и только если хотя бы две из m
изотропных линий, проходящих через данную точку, касаются друг друга, причем p – со-
ответствующее касательное направление. Это утверждение не верно для дополнения области
M ′ , где многочлен F (p) имеет комплексные корни, и в области M \M ′ множество особых
точек устроено иначе.

2. Кубические псевдофинслеровы метрики

Пусть n=3 и m=2 . Обозначим через D[F ] и D[∆] соответственно дискриминант кубиче-
ского многочлена F (x, y; p) и дискриминант квадратного многочлена ∆(x, y; p) по переменной
p . Простое вычисление показывает, что D[∆]=−12D[F ] .
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Введем следующую стратификацию двумерного многообразия M . Открытые области
M+,M− определяются условиями D[F ]> 0 , D[F ]< 0 , соответственно. В случае общего поло-
жения области M+,M− разделены дискриминантной кривой M0 : D[F ] =0 , которая состоит
из регулярных точек (кубический многочлен F имеет один простой корень и один двойной ко-
рень) и каспов (F имеет тройной корень), причем каспы – изолированные точки кривой M0 .
Символом M0,1 обозначим множество всех регулярных точек кривой M0 , а также введем обо-
значение M0,0 =M0 \M0,1 . В области M+ дискриминант квадратного многочлена ∆ строго
отрицателен, поэтому особые точки уравнения (4) могут быть только в области M− или на
кривой M0 . Далее мы исключаем из рассмотрения страт M0,0 размерности нуль (состоящий
из дискретного множества точек) и будем рассматривать только особые точки в стратах M−
и M0,1 .

В малой окрестности каждой точки (x, y)∈M \M0,0 кубический многочлен F имеет по
крайней мере один простой вещественный корень p∗(x, y) , гладкой зависящий от x, y . Что-
бы упростить вычисления, будем считать рассматриваемую точку началом координат 0 и
выберем локальные координаты в окрестности 0 таким образом, чтобы интегральные кри-
вые векторного поля dy

dx = p∗(x, y) (одного из трех семейство изотропных линий) приняли вид
x=const . При этом, очевидно, получаем a3(x, y)≡ 0 и

F = ap2+2bp+ c, ∆=−2(ap+ b)2+6(ac− b2), D[F ]=4a2(b2− ac),
M±= {±(b2− ac)> 0, a ̸=0}, M0,1= {b2− ac=0, a ̸=0},
P =3F (Fy −Fxp− pFyp)+ 2Fp(Fx+ pFy).

(7)

2.1. Особенности на страте M− . В каждой точке области M− квадратное уравнение
∆=0 имеет два простых вещественных корня

p1,2 =
±δ − b
a

, δ =
√

3(ac− b2),

и следовательно, область M− заполнена двумя трансверсальными семействами интеграль-
ных кривых бинарного дифференциального уравнения ∆= 0 , которые мы будем называть
сингулярными линиями рассматриваемой псевдофинслеровой метрики.

Рассмотрим две кривые Si⊂M− , задаваемые уравнениями P (x, y; pi)= 0 , i=1, 2 , где P
определено в (7). Эти кривые вместе составляют множество res(∆, P ) = 0 , где res означает
результант двух многочленов по p . В проективизированном касательном расслоении PTM
рассмотрим соответствующие кривые

Si = {(x, y; pi) : (x, y) ∈ Si}, i = 1, 2,

состоящие из особых точек поля (6).
Обозначим через Γq семейство геодезических, выходящих из точки q=(x, y) . Простейший

тип особенностей геодезического потока (коразмерности 0) описывается следующей теоремой.

Т е о р е м а 1. Пусть q∈M− и (q; pi) /∈Si , i=1, 2 . Тогда существует единственная гео-
дезическая, проходящая через точку q с касательным направлением pi : эта геодезическая –
полукубическая парабола с каспом в q . В частности, если q ∈M− \ (S1 ∪S2) , семейство Γq
содержит ровно две полукубические параболы с касательными направлениями pi , в то время
как геодезические со всеми остальными касательными направлениями в точке q гладкие.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если P (q; pi) ̸=0 , то согласно стандартной теореме существования
и единственности, поле (6) имеет единственную интегральную кривую γi , проходящую через
точку (q; pi) . Из условий a ̸= 0 , ac− b2 ≠ 0 следует, что ∆ и ∆p не обращаются в нуль
одновременно, см. формулу (7).
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Кривая γi имеет касание первого порядка с вертикальным направлением (вертикальным
направлением в пространстве PTM называется направление параллельное оси p , т. е. ядро
стандартного проектирования PTM→M ) в точке (q; pi) . Следовательно, проекция кривой
γi на многообразие M является полукубической параболой с каспом в точке q и касательным
направлением pi .

П р и м е р 1. Пусть функция F = p2+ c . Тогда ∆=2(3c− p2) и P =7cyp
2+4cxp+3ccy .

Страты M− и M0,1 определены условиями c(x, y)>0 и c(x, y)=0 , соответственно, и кривые
Si имеют вид cx=±2cy

√
3c .

I. Положим c(x, y)=−x (рис. 1, слева). Тогда, очевидно, S1=S2=∅ , и полуплоскость x>0

(M+ ) заполнена сетью изотропных линий y=±2
3x

3
2 +const (изображены штриховым пункти-

ром), а полуплоскость x<0 (M− ) заполнена сетью сингулярных линий y=± 2√
3
(−x)

3
2 +const

(изображены точечным пунктиром). Каспы на геодезических появляются, когда геодезические
(сплошные линии) касаются сингулярных линий. Отметим, что геодезические проходят из об-
ласти M− в M+ и обратно, пересекая страт M0,1 (ось y ) без появления сингулярности, если
они пересекают ось y с любым неизотропным касательным направлением p ̸=0 . В противном
случае уравнение (4) имеет особенности в точках страта M0,1 . Далее мы увидим, что в таких
точках существует однопараметрическое семейство геодезических, выходящих в обе области
M+ и M− с общим касательным направлением p= 0 , и продолжение геодезических через
M0,1 не является естественно определенным.

II. Положим c(x, y)=αy2−x с α ̸=0 . Тогда Si ̸= ∅ , i=1, 2 , но ни одна из кривых Si не
проходит через начало координат. На рис. 1 (справа) изображены геодезические в окрестности
начала координат, не содержащей точек ни одной из кривых Si . Для определенности мы
считаем здесь α> 0 . Все обозначения здесь те же самые, что и прежде.

y

x

y

x

M+M
-

M+M
-

Рис. 1. Пример 1: I и II (слева и справа, соответственно). Страт M0,1 (ось y слева и парабола
справа) изображен сплошной жирной линией. Геодезические и сингулярные линии изображены
сплошными линиями и точечным пунктиром, соответственно. Изотропные линии – штриховым
пунктиром

Следующий тип особых точек геодезического потока в области M− (коразмерности 1)
связан с обращением в нуль поля (6). Заметим, что это поле принадлежит к специальному
классу векторных полей, особые точки которых не изолированы, а образуют многообразие W
коразмерности 2 в фазовом пространстве. Это условие может быть выражено в алгебраической
форме: ростки всех компонент поля в особой точке принадлежат идеалу I (в кольце гладких
ростков), порожденном двумя из них. Спектр линейной части такого поля в любой особой
точке (для краткости, будем называть его просто спектром поля) может содержать только
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два ненулевых собственных значения λ1,2 .
В случае поля (6) идеал I= ⟨∆, P ⟩ , и множество особых точек поля W =S1 ∪S2 . Ненуле-

вые собственные значения λ1,2 описываются следующей леммой.
Л е м м а 1.
1. Во всех точках (q; p)∈Si имеет место резонанс λ1+λ2=0 , т. е. λ1,2 – вещественные

или чисто мнимые числа с противоположными знаками.
2. Следующие утверждения эквивалентны:
2.1. Собственные значения λ1,2 в точке (q; p)∈Si не равны нулю.
2.2. В точке (q; p) кривая Si регулярна и трансверсальна контактной плоскости.
2.3. В точке q кривая Si регулярна и направление pi трансверсально Si .
3. В случае общего положения условия 2.1 – 2.3 выполнены почти во всех (q; p)∈Si .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности предположим, что q = 0 (нача-

ло координат) принадлежит кривой S1 и выберем локальные координаты с центром в точке
0 таким образом, чтобы сохранить линии x=const и превратить интегральные кривые век-
торного поля dy

dx =p1(x, y) в семейство параллельных прямых y=const . Существование таких
локальных координат следует из следующего общего факта: если V1 и V2 – гладкие векторные
поля на плоскости, трансверсальные в точке 0 , то в окрестности 0 найдутся такие локальные
координаты, в которых интегральные кривые полей V1 и V2 совпадают с координатными
линиями.

Тогда многочлены F,∆, D[F ] принимают вид (7) и в окрестности точки 0 выполнены
соотношения p1≡ 0 и b(x, y)≡ δ(x, y) . Заметим, что первое из них влечет за собой тождество
3ac≡ 4b2 . С учетом b2− ac< 0 отсюда следует ac> 0 , а также то, что в окрестности точки 0
ни один из коэффициентов a, b, c не обращается в нуль. Далее мы представим доказательство
для страта S1 , заданного уравнением 3c(cy − 2bx) + 4bcx=0 . Доказательство для страта S2
аналогично.

Обозначим через Λ матрицу вещественной части поля (6) и через Λ1 матрицу пфаффовой
системы d∆=0 , dP =0 , pdx−dy=0 , рассматриваемые в произвольной точке (q; p)∈S1 , т. е.
q ∈S1 и p=0 :

Λ =

∆x ∆y ∆p

0 0 0
Px Py Pp

∣∣∣∣∣
p=0

, Λ1 =

∆x ∆y ∆p

Px Py Pp
0 −1 0

∣∣∣∣∣
p=0

,

где
∆x

∣∣
p=0

=6(acx+ axc)− 16bbx, ∆p

∣∣
p=0

=−4ab,

Px
∣∣
p=0

= cx(3cy − 2bx)+ 4bcxx+3c(cxy − 2bxx),

Pp
∣∣
p=0

=4acx− 6axc+2b(5cy − 2bx).

(8)

1. Для доказательства утверждения 1 достаточно показать, что trΛ=0 . С учетом равен-
ства 3c(cy−2bx)+4bcx=0 , выполненного в точках кривой S1 и тождества b≡ δ (из которого
следует 3ac≡ 4b2 ), выполненного в окрестности точки 0 , из (8) получаем

trΛ = (∆x + Pp)
∣∣
p=0

= 10[acx + b(cy − 2bx)] = 10
(
acx − b

4bcx
3c

)
=

10cx
3c

(3ac− 4b2) = 0.

Уравнение характеристического многочлена матрицы Λ имеет вид λ(λ2 + |Λ1|) = 0 , откуда
вытекает уравнение λ2+ |Λ1|=0 для собственных значений λ1,2 .

2. Дифференцируя тождество 4b2 ≡ 3ac по x , получаем 8bbx ≡ 3(axc+ acx) . Используя
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оба эти тождества и (8), находим

∆x

∣∣
p=0

=6(acx+ axc)− 16bbx=6(acx+ axc)− 6(acx+ axc)= 0,

|Λ1|=−∆pPx
∣∣
p=0

=16ab2cxx− 8abbxcx+12ab[cxcy + ccxy − 2bxxc] =

=12a2ccxx− 3acx(axc+ acx)+ 12ab[cxcy + ccxy − 2bxxc].

Таким образом, λ1,2 ̸=0 равносильно |Λ1| ≠ 0 , что эквивалентно условию 2.2.
С другой стороны, нетрудно видеть, что кривая S1 касается направления p=0 в точке

q=0 , если и только если в этой точке выполнено равенство [3c(cy−2bx)+4bcx]
′
x=0 . Принимая

во внимание тождества 4b2≡ 3ac и 8bbx≡ 3(axc+ acx) , мы получаем

[3c(cy − 2bx)+ 4bcx]
′
x=3(cxcy + ccxy)− 6bxxc+

4b2cxx− 2bbxcx
b

=

=3(cxcy + ccxy)− 6bxxc+
12accxx− 3(axc+ acx)cx

4b
=
|Λ1|
4ab

.

Это доказывает, что λ1,2 ̸=0 равносильно условию 2.3.
3. В случае общего положения почти во всех точках (q; p)∈S1 оба определителя∣∣∣∣∆x ∆y

Px Py

∣∣∣∣ , |Λ1| =
∣∣∣∣∆x ∆p

Px Pp

∣∣∣∣
не равны нулю. Следовательно, S1 и S1 – регулярные кривые и, более того, выполнены
условия 2.1 – 2.3.

Т е о р е м а 2. Предположим, что (q; pi)∈Si – особая точка общего положения вектор-
ного поля (6). Тогда росток поля (6) в точке (q; pi) гладко орбитально эквивалентен

ξ
∂

∂ξ
− η ∂

∂η
+ ξη

∂

∂ζ
, если λ1,2 ∈ R \ 0, (9)

η
∂

∂ξ
− ξ ∂

∂η
+ (ξ2 + η2)

∂

∂ζ
, если λ1,2 ∈ I \ 0, (10)

где R, I – вещественная и мнимая оси, соответственно. В первом случае существуют две
геодезические, проходящие через точку q ∈Si с касательным направлением pi , обе эти гео-
дезические гладкие. Во втором случае не существует геодезических, проходящих через точку
q ∈Si с касательным направлением pi .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что в точке (q; pi)∈ Si собственные значения
λ1,2 ̸=0 , и следовательно, линейная часть ростка поля (6) в этой точке орбитально эквивалент-
на линейной части ростка (9) или (10) в нуле. Более того, прямое вычисление показывает, что
если квадратичная часть ростка (6) – общего положения (именно, ее коэффициенты не удовле-
творяют некоторому специальному условию типа равенства), то 2-струя ростка (6) орбитально
эквивалентна 2-струе ростка (9) или (10). В случае λ1,2 ∈R упомянутое специальное условие
явно указано в работе [4] (раздел 6), в случае λ1,2 ∈ I оно аналогично. Используя результаты
работ [5]–[7], можно видеть, что росток поля (6) в точке (q; pi)∈Si , удовлетворяющий описан-
ным выше условиям общности положения, гладко орбитально эквивалентен одному из ростков
(9), (10).

Вещественный случай. Очевидно, что поле (9) имеет первый интеграл ξη . Соответствую-
щее инвариантное слоение ξη=const содержит ровно два слоя, проходящих через множество
особых точек этого поля, именно, плоскости ξ = 0 и η= 0 . Все остальные слои этого слое-
ния суть гиперболические цилиндры ξη=const ̸=0 , не пересекающиеся с множеством особых
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точек поля (9). Легко видеть, что для каждой особой точки поля (9) существует ровно две
интегральные кривые, проходящие через эту точку: прямые линии, параллельные оси ξ и оси
η , соответственно.

Покажем, что собственные направления с собственными значениями λ1,2 ̸= 0 , не верти-
кальные. Пусть e – собственный вектор матрицы Λ , соответствующий λi . Тогда Λe= λie
и e=α∂x+ β∂p , где (∆x

∣∣
p=0
− λi)α+∆p

∣∣
p=0

β=0 . Если вектор e вертикальный, т. е. α=0 ,
β ̸= 0 , из последнего равенства следует ∆p

∣∣
p=0

= 0 . Тогда из (8) следует, что a(0) = 0 или
b(0) = 0 . Но оба эти равенства противоречат тому, что ни один из коэффициентов a, b, c не
обращается в нуль в точке 0 (этот факт был установлен при доказательстве леммы 1). Из
сказанного следует, что поле (6) имеет только две интегральные кривые, проходящие через
данную точку (q; pi) , обе они являются гладкими и имеют невертикальные касательные на-
правления в данной точке. Проектируя эти кривые из PTM на M , мы получаем две гладкие
геодезические, проходящие через точку q ∈ Si с касательным направлением pi ; см. рис. 2
(слева).

Мнимый случай. Очевидно, что поле (10) имеет первый интеграл ξ2 + η2 . Соответствую-
щее инвариантное слоение ξ2+η2=const содержит вырожденный одномерный слой ξ=η=0 ,
целиком состоящий из особых точек поля (10) и однопараметрическое семейство двумерных
инвариантных слоев (эллиптических цилиндров ξ2 + η2 = const ̸= 0 ), не пересекающихся со
множеством особых точек поля. Эти эллиптические цилиндры заполнены интегральными кри-
выми, имеющими вид спиралей, проекции которых на M имеют каспы; см. рис. 2 (справа).

Для завершения доказательства остается заметить, что и в вещественном, и в мнимом
случае сами кривые Si не являются геодезическими, так как кривые Si трансверсальны
контактным плоскостям pdx− dy = 0 (пункт 2.2 в лемме 1). Следовательно, кривые Si не
являются 1-графиками никаких кривых, лежащих на многообразии M .

y

x

y

x

p p

Рис. 2. Фазовый портрет поля (6) в случае нормальной формы (9) и (10) (слева и справа,
соответственно) и проекции его интегральных кривых на плоскость (x, y) . Кривые Si (сверху)
и их проекции – кривые Si (снизу) изображены штриховым пунктиром

П р и м е р 2. Рассмотрим функцию F =p2+ c(x, y) , где c(x, y)=αy2−x с вещественным
параметром α . Тогда ∆=2(3c−p2) , P =12αyp2−4p+6αyc , и кривые Si являются связными
компонентами графика функции x=αy2− 1

48/α
2y2 , лежащими в верхней и нижней полуплос-

костях. Простое вычисление показывает, что pi
∣∣
Si
=12αy(αy2− x) , следовательно, направле-

ние pi касательно к кривой Si в единственной точке x= 47
48/
√
α . По лемме 1 (пункт 2.3),
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собственные значения λ1,2 ̸=0 во всех точках кривой Si , если α< 0 и во всех точках кривой
Si при x ̸= 47

48/
√
α , если α≥ 0 .

На рис. 3 (слева и в центре) изображены геодезические при α> 0 . При этом существуют
особые точки как с вещественными, так и с мнимыми λ1,2 . Те части кривой Si , которые со-
ответствуют вещественным (соответственно, мнимым) собственным значениям λ1,2 ̸=0 , изоб-
ражены коротким (соответственно, длинным) пунктиром. Кружком отмечены точки кривых
Si с абсциссой x= 47

48/
√
α , где λ1,2 = 0 . На рис. 3 (справа) изображены геодезические при

α< 0 . В этом случае имеются только особые точки вещественными λ1,2 , и кривые Si цели-
ком изображены коротким пунктиром. Кружком отмечены точки, в которых геодезические
пересекают кривые Si с сингулярным касательным направлением pi .

y

x x

y

x

y

Рис. 3. Пример 2: F =p2+ c , где c=αy2−x при α>0 (слева, в центре) и при α<0 (справа).
Геодезические изображены сплошными линиями. Страт M0,1 изображен жирной сплошной
линией, кривые Si изображены коротким (длинным) пунктиром, если λ1,2 ∈R \ 0 (соответ-
ственно, λ1,2 ∈ I \ 0 )

2.2. Особенности на страте M0,1 . В этом разделе, как и ранее, мы будем работать
в таких локальных координатах, где F , ∆ и D[F ] имеют вид (7). В каждой точке q ∈M0,1

многочлен F имеет двойной корень p0=−b/a . Легко видеть, что p0 является также двойным
корнем многочлена ∆ в q (это следует также из леммы 4 статьи [1]). Таким образом, (q; p0) ,
q∈M0,1 , суть особые точки сразу двух неявных дифференциальных уравнений F =0 и ∆=0 .
Из (5) следует, что P (q; p0)= 0 , поэтому точки (q; p0) , q ∈M0,1 , являются особыми также и
для поля (6): все компоненты векторного поля обращаются в нуль, и никакое направление в
этих точках не определено.

Далее мы ограничимся рассмотрением типичных особых точек q ∈M0,1 , в окрестности
которых M0,1 – регулярная кривая и изотропное направление p0 трансверсально M0,1 . В
таких точках оба неявные уравнения F = 0 и ∆= 0 имеют нормальную форму Чибрарио
p2=x (см. [8]), и их интегральные кривые являются полукубическими параболами, лежащими
по разные стороны от M0,1 (в областях M+ и M− , соответственно), как это представлено на
рис. 1. В случае общего положения точки q∈M0,1 , не удовлетворяющие описанным условиям,
лежат на страте M0,1 дискретно.

Т е о р е м а 3. Предположим, что изотропное направление p0 трансверсально кри-
вой M0,1 в точке q ∈M0,1 . Тогда росток поля (6) в особой точке (q; p0) гладко орбитально
эквивалентен

3ξ
∂

∂ξ
+ 2η

∂

∂η
+ 0

∂

∂ζ
, (11)

и направлению p0 соответствует однопараметрическое семейство геодезических, выходя-
щих из точки q в области M+ и M− . Существуют такие локальные координаты с цен-
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тром q , в которых это семейство геодезических имеет вид

x = α|η|
3
2 + η2 + αX̄α(η), y = αη|η|

3
2 + εη3 + αȲα(η), ε ̸= 0, (12)

где X̄α(η)= o
(
|η|

3
2

)
и Ȳα(η)= o

(
|η|

5
2

)
– C2 -гладкие функции.

Здесь α>0 (α<0) соответствует неизотропным геодезическим, выходящим из q в об-
ласть M+ (соответственно, M− ), а значение α=0 отвечает изотропной геодезической,
являющейся полукубической параболой, лежащей в M+ . Предельный случай α→∞ дает
единственную регулярную геодезическую, проходящую через точку q с касательным направ-
лением p0 . В окрестности точки q любая неизотропная геодезическая, выходящая из q в
M+ , содержится в криволинейном секторе, ограниченном двумя ветвями изотропной полу-
кубической параболы, как это представлено на рис. 4.

M+M
-

q

Рис. 4. Иллюстрация к теореме 3. Страт M0,1 изображен жирной линией (ось y ). Сплошные
и пунктирные линии – неизотропные и изотропные геодезические, соответственно

Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности будем считать, что q=0 . Выберем
локальные координаты с центром 0 таким образом, чтобы сохранить координатные линии
x=const и обеспечить условие b(x, y)≡0 . Это можно сделать, используя подходящую замену
переменных y 7→ yu(x, y) , u(0) ̸=0 . Заметим, что в отличие от леммы 1, теперь у нас нет тож-
дества p1≡0 или p2≡0 в окрестности точки 0 . Более того, теперь уже невозможно получить
ни одно из этих тождеств с помощью гладкой замены координат, так как интегральные кри-
вые неявного дифференциального уравнения ∆=0 с корнями p1, p2 имеют каспы на M0,1 .
В выбранные таким образом локальных координатах имеем

F = ap2+ c, ∆=−2(ap)2+6ac, D[F ]=−4a3c,
P = aayp

4− 2aaxp
3+(7acy − 3ayc)p

2+(4acx− 6axc)p+3ccy.
(13)

Кривая M0,1 задается равенством c(x, y) = 0 , и p0 =0 в каждой точке q ∈M0,1 . Следо-
вательно, условие “направление p0 трансверсально M0,1 в точке 0 ” эквивалентно условию
cx(0) ̸=0 .

Подставляя выражения для ∆ и P из (13) в (6), нетрудно вычислить, что спектр поля
(6) в точке (q; 0) , q ∈M0,1 , равен (λ1, λ2, 0) , где λ1 = 6acx , λ2 = 4acx , а соответствующие
собственные векторы имеют вид

e1 = 2a∂x + 3cy∂p, e2 = ∂p, e0 = cy∂x − cx∂y.

Согласно результатам работ [7], [9], росток поля (6) в точке 0 гладко орбитально эквивалентен
ростку (11). Более того, сравнивая (6) и (11), легко видеть, что сопрягающий диффеоморфизм
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(x, y, p) 7→ (ξ, η, ζ) может быть выбран в виде

x = 2aξ + cyζ + f1(ξ, η, ζ), p = 3cyξ + η + f2(ξ, η, ζ), y = −cxζ + f3(ξ, η, ζ), (14)

где a, cx, cy вычислены в точке 0 и fi ∈M1 (Mk , k≥ 0 , означает идеал, состоящий из k -
плоских функций в кольце гладких функций).

Поле (11) имеет двумерное инвариантное слоение ζ=const . Множество интегральных кри-
вых поля (11), проходящих через начало координат, состоит из оси ξ и однопараметрического
семейства кривых

{ξ = α|η|
3
2 , ζ = 0}, α ∈ R, (15)

с общим касательным направлением в 0 , стремящихся к оси ξ при α→∞ . Интегральная
кривая поля (6), соответствующая оси ξ в нормальной форме (11), имеет невертикальное ка-
сательное направление в точке 0 (собственный вектор e1 ), поэтому ее проекция на плоскость
(x, y) является гладкой геодезической. Напротив, семейство (15) при переходе к исходным
координатам дает семейство интегральных кривых поля (6) с вертикальным касательным на-
правлением в 0 (собственный вектор e2 ). Проекции таких кривых на плоскость (x, y) имеют
особенность в точке 0 . Для того, чтобы понять характер этих особенностей, подставим (15) в
(14). Это дает

x = 2aα|η|
3
2 + f̄1,α(η), p = η + f̄2,α(η),

где f̄i,α(η) = fi(α|η|
3
2 , η, 0) . Заметим, что функции f̄1,α= o

(
|η|

3
2

)
и f̄2,α= o(η) являются C2 -

и C1 -гладкими, соответственно. Обозначив знак переменной η через s(η) , в результате по-
лучаем уравнение

dy = pdx =
(
η + f̄2,α(η)

)(
3aα|η|

1
2 s(η) + f̄ ′1,α(η)

)
dη =

(
3aα|η|

3
2 + gα(η)

)
dη,

где gα= o
(
|η|

3
2

)
– C1 -гладкая функция. Интегрируя, получаем

y = 6
5aα|η|

5
2 s(η) + hα(η) =

6
5aαη|η|

3
2 + hα(η),

где hα= o
(
|η|

5
2

)
– некоторая C2 -гладкая функция. Сделав замену y 7→ 5

3y , α 7→±2aα , полу-
чаем

x = α|η|
3
2 +Xα(η), y = αη|η|

3
2 + Yα(η), (16)

где Xα= o
(
|η|

3
2

)
и Yα= o

(
|η|

5
2

)
– C2 -гладкие функции и неравенство α> 0 (α< 0 ) соответ-

ствует области M+ (соответственно, M− ). Асимптотическая формула (16) имеет смысл для
всех вещественных α ̸=0 .

Для того, чтобы охватить пропущенный случай α=0 , вспомним, что изотропная поверх-
ность F является инвариантной поверхностью поля (6) (лемма 2 из [1]) и содержит все его
особые точки (лемма 4 из [1]). Следовательно, в нормальных координатах (ξ, η, ζ) поверх-
ность F содержит ось ζ и пересекает каждый инваринтный слой ζ =const по некоторой ин-
тегральной кривой поля (11). Например, F пересекает слой ζ =0 по одной из интегральных
кривых семейства (15), проекция которой является изотропной геодезической, проходящей че-
рез 0. С другой стороны, как мы знаем, неявное дифференциальное уравнение F =ap2+c=0 ,
описывающее изотропные линии псевдофинслерова пространства (M,F ) , имеет нормальную
форму Чибрарио в точке 0 . Следовательно, существует единственная изотропная геодезиче-
ская, проходящая через точку 0 , – это полукубическая парабола

x = η2, y = η3N(η), N(0) ̸= 0, (17)
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лежащая в области M+ . Из единственности изотропной геодезической, проходящей через точ-
ку 0 , следует, что 1-график кривой (17) является интегральной кривой семейства (16) с α=
= 0 и Y0(η)= η3N(η) . Используя представление N(η)=N1(η

2)+ ηN2(η
2) и замену перемен-

ных y 7→N1(0)(y − x2N2(x))/N1(x) , получаем N(η)≡N(0) . Нетрудно проверить, что число
ε=N(0) является инвариантом пары кривых (16) и (17).

З а м е ч а н и е 1. В примере 1 мы рассматривали функцию F = p2 + c с c=−x и
c= αy2 − x . В обоих случаях изотропное направление p0 = 0 трансверсально кривой M0,1 ,
задаваемой уравнением x=0 и x=αy2 , соответственно, и условия теоремы 3 выполнены.

П р и м е р 3. Рассмотрим случай F = p2−x более детально. Поле (6) имеет вид

−2(3x+ p2)

(
∂

∂x
+ p

∂

∂y

)
− 4p

∂

∂p
. (18)

Легко проверить, что изотропная поверхность F , заданная уравнением p2=x , является инва-
риантной поверхностью поля (18), и единственная изотропная линия, проходящая через точ-
ку 0, задается соотношениями x= p2 , y= 2

3p
3 . Интегрируя уравнение dp/dx=2p/(3x+ p2) ,

мы получаем семейство x=α|p|
3
2 + p2 , где α – постоянная интегрирования, и отдельную ин-

тегральную кривую p=0 , соответствующую гладкой неизотропной геодезической y=0 .
Далее, интегрируя соотношение dy= pdx= p

(
3
2α|p|

1
2 s(p)+2p

)
dp=

(
3
2α|p|

3
2 +2p2

)
dp, мы по-

лучаем соотношение y= 3
5αp|p|

3
2 + 2

3p
3 + c1 , где c1 – вторая постоянная интегрирования. Се-

мейству геодезических, выходящих из точки q = 0 , соответствует значение c1 = 0 . Замена
y→ 5

3y приводит это семейство к виду (12) с X̄α≡ Ȳα≡ 0 и η= p :

x = α|η|
3
2 + η2, y = αη|η|

3
2 + 10

9 η
3. (19)

При α=0 формула (19) дает изотропную геодезическую. При α→∞ кривые (19) стремятся
к гладкой геодезической y=0 .

З а м е ч а н и е 2. Теорема 3 показывает, что продолжение геодезических через кривую
M0,1 не определено однозначно. Все геодезические семейства (12) имеют одно и тоже каса-
тельное направление в точке q∈M0,1 и почти все из них имеют в q особенность одного и того
же типа. Кривая, заданная одной формулой (12) с произвольным α ̸=0 , не имеет преимуществ
перед кривой, состоящей из двух дуг (12) с α1 при (x, y)∈M+ и α2 при (x, y)∈M− .
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This is a second paper in the series devoted to singularities of geodesic flows in generalized
Finsler (pseudo-Finsler) spaces. In the previous paper, we defined geodesics as extremals of
a certain auxiliary functional whose non-isotropic extremals coincide with extremals of the
action functional. In the present paper, we study generic singularities of so-defined geodesic
flows in the case when the pseudo-Finsler metric is given by a generic form of degree 3 on a
two-dimensional manifold.
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